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In questo seminario cercheremo di fornire una rassegna di alcu- 

ni dei risultati finora noti riguardanti il problema di Cauchy per equa- 

zioni iperboliche lineari con coefficienti e dati in spazi di Gevrey. 

Se A è un aperto di R”, A' un aperto contenuto in A, o = 1 ed 

h > 0 indicheremo con ghiga; l'insieme di tutte le funzioni $ € C°(A) 

tali che 

lol = sup, h7 191179 sup |D°#(x)|K + © 
A',h aeZ+ xe A' 

e porremo 

GUT = lim AGRELITYEA AGZITÀ = lim AGUITOR 

h>o ACCA 

e se o > 1 

gl0) (A) e Gl0) (A) indicheranno gli spazi di ultradistribuzioni duali de 

gli spazi 6°) (A) e 6°.(q) rispettivamente. Il primo di essi si può iden 
' 

tificare con il sottospazio delle ultradistribuzioni di sal) (A) con sup- 

porto compatto. Chiameremo spazi di Gevrey di ordine o gli spazi di funzio 
1) 

ni e di ultradistribuzioni ora definiti 

) Per maggiori dettagli su questi spazi si veda per es. [K1] e [K2]. 
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Considereremo operatori differenziali lineari P in un aperto A = 
i g EL 

= ]-T, T[x 9 di R""° che supporremo contenga l'origine di pi, 

m-l -+$ j n (0.1) P(t,x,D,;D,) D, + = a;(t,x:D, )DL » tel-T.T[, xeacR 

con a.(t,x,D ) = L a. {(t Db = -19,, D= we =-i9 
; si |a|s m-j jo! x) x È i - D, Mo: de to a; 

Chiameremo simbolo principale dell'operatore P la funzione 

m-l 

p(t,x,t,t) 5 u" + pd 7 

j=0 

a nti 
|a|=m-j ajaltE o) (t,E) R . 

E' p(t,x,1,0) # 0 per ogni (t,x) e A e quindi £a direzione (0.1) 

non è caratteristica per L'operatore Pin alcun punto di A. 

Come è ben noto il problema di Cauchy per l'operatore P,consisten- 

te nel cercare u tale che 

P(t,x DD JU = f(t,x) in ]-T,T[x9, 

(0.2) 

DIu(0,x)=9,(x) > $ = Osoecgii=] 4, KEN, 

con f e 9; funzioni od ultradistribuzioni assegnate in ]-T,T[x 2 ed 2 ri- 

spettivamente, è studiato ordinariamente allo scopo di ottenere risultati 

riguardante i problemi di 

a) esistenza ed unicità della soluzione; 

b) propagazione delle singolarità delle soluzioni. 

Supporremo che i coefficienti da di P appartengano a 69) (A) e 

che i dati Fo: siano in spazi di Gevrey. 

Un primo risultato riguarda una condizione necessaria affinché 

il problema (0.2) sia 909) ben posto. Sono stati proposti vari modi di 
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(0) intendere G ben posto il problema di Cauchy (0.2). V. Ya Ivrii [I2] sup- 

pone A = [O,T[x 9 ed 8; 45 EAGZITSA S. Mizohata [Mil] considera anziché lo 

operatore P un sistema di operatori differenziali del primo ordine con coef 

ficienti continui come funzioni di t ed in gl0) come funzioni di x. Assu- 

meremo qui la seguente definizione di T. Nishitani [N1]. 

0.1. Definizione. Il problema di Cauchy (0.2) per l'operatore P 
(0) si dice G ben posto in un intorno dell'origine se esiste un intorno 

U dell'origine tale che il problema 

P(t,x,D Du = 0 (t,x)e U 

DI u(0,x) = g;(%) » j = 0,...,m-1, xeUnlit = 0} 

abbia una soluzione C (U) per ogni 9;€ AGLITUNA j=0,...,m-1. 

Il seguente risultato, chiamato teorema di Lax-Mizohata, vale 

anche assumendo le altre definizioni sopra indicate per problema di Cau- 

chy al°) ben posto. 

0.2. Teorema [I2],[Mil1][N1]. Affinché il problema di Cauchy (0.2) 

sia gl0) ben posto in un intorno dell'origine è necessario che le radici 

canattenistiche 1;(0,0,8) di P, ossia le radici dell'equazione in 

t: p(0,0,t,8) = 0, siano tutte neali per ogni teR". 

Assumeremo quindi per il seguito che tale condizione sia sod- 

disfatta per ogni (t,x) e A, ossia che 

I) (t,x)e A, p(t,x,t E): 0 se Imt=0, ge Rho). 

Per quanto riguarda l'unicità della soluzione del problema 
(0.2) si deve subito osservare che se i coefficienti di P non sono anali- 
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tici non può essere utilizzato il classico teorema di unicità di Holmgren. 

Anzi, nel caso in cui i coefficienti di P si suppongono in c°, si conosco 

no ormai da tempo vari controesempi a questo teorema dai quali ha preso 

origine un'ampia problematica. Uno di questi controesempi, dovuto a E. De 

Giorgi [D1] ed esteso poi da J. Leray [Lel] mostra che se n = 1 e 

mer det 

(0.3) P(t,x,D,;D,) = Li (a,-k9,)8, + LI (aka )b(t,x,D,) 

con b di ordine r-q, lsqsr-1, allora l'unicità della soluzione del proble 

ma (0.2) 4n @°(10,T]; 61°) 
b 

La condizione I) non è in generale sufficiente ad assicurare la 

(R))?) può mancare 42 o > r/(r-q). 

esistenza di una soluzione, anche distribuzione, del problema (0.2) per 

ogni fe C°(A) e g;€ C°(9), se non nel caso in cui le radici caratteristi 

che di P, ossia le radici tpltot). h = 1,...,m, del polinomio in 

t: p(t,x,t,g) = 0, siano, oltre che reali, tutte semplici per ogni 

(t,x)E A, EeR%{0}. In tal caso P si dice strettamente iperbolico. 

Tranne nel caso in cui i coefficienti di P siano costanti, lo 

studio dei problemi a) e b) appare richiedere trattazioni diverse a se- 

conda che 

i) Le radici canattenistiche di P hanno molteplicità costante 

qualunque siano (t,x)c A e EE R"{0}. 

ii) Non 54 fa alcuna ipotesi sulla molteplicità delle nadici 

caratteristiche di P. 

La diversità di queste due situazioni appare più chiara se si 

osserva che i) implica che le radici caratteristiche di P sono funzio- 

ni analitiche dei coefficienti di P e di & e dunque, come funzioni di 

gt (136° (0) è lo spazio di tutte le è definite nell'intervallo I di R 

(0) 
b 

derivate rispetto a t di ordine s £. 

e con valori in G\ “(9), 2 aperto di e, ed ivi limitate con tutte le 
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(0), (t,x) appartengono a G A), se si è supposto che ciò accada per i coef 

ficienti a di P, mentre nel ua ii) un teorema di M.D. Bronstein [B1] 

assicura soltanto che esse sono C (AxR"_ {0}) e limitate su ogni insieme 

Kx Ri {0}, con K compatto contenuto in A. 

E' possibile estendere una parte dei risultati riguardanti i 

problemi a) e b) nel caso i) anche al caso ii), ove in più si supponga 

che le radici caratteristiche di P, se pure di molteplicità variabile, 

abbiano una opportuna regolarità. 

1. Già l'esame del caso in cui % coefficienti di Pin (0.1) 40- 

no costanti illustra in modo significativo la diversità dei risultati ri 

guardanti il problema a) quando i dati si suppongono in e oppure in spa- 

zi di Gevrey. 

Nel caso C° vale il seguente 

1.1. Teorema [H1]. Sia H = {x,t)e pt, t = 0}. Condizione ne- 

cessaria e sufficiente affinché il problema di Cauchy 

P(D3D_ JU = f in H 

(1.1) ; 

D.U(0,x) = g;(x) in oH 

abbia una ed una sola soluzione u eC°(H) qualunque siano f e C°(H) e 

9;€ C°(3H) è che esista to R tale che 

(1,2) P(t,8)#0 se gEeR e Imt< t0° 

E' facile vedere che (1.2) implica I), mentre in generale I) non 

è sufficiente ad assicurare che valga (1.2).La condizione I) non è quindi 
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sufficiente ad assicurare la risolubilità del problema (1.1) :per ogni 

feC(H) e g;€ C°(aH). Un caso in cui ciò accade è quello, già citato in 

cui P è strettamente iperbolico ossia quando i'equazione in t : p(t,€) = 0 

ha tutte le sue radici (reali e) semplici per ogni EeRA{0}. Una condi- 

zione necessaria e sufficiente affinché I) =>(1.2), provata da S.L. Svens 

son [Svl],è che i polinomi P(t,&) e p(t,€) siano egualmente forti nel sen 

so della ben nota definizione di L. Hòrmander. Ciò equivale ad imporre 

condizioni sui termini di P di ordine inferiore ad m. 

(o), 
Il problema (1.1) quando f € G H) e g;€ TAGLITSTI è stato stu 

diato da E. Larsson [Lal]. Egli prova il 

) 1.2. Teorema fLa1]5 . P soddisfi alla condizione I) e sia r il 

massimo ordine di molteplicità delle radici caratteristiche di P. Il poli- 

nomio P(t,€) - p{t,E) sia inoltre di ordine m-q, 1<q<m. Allora qualunque 

sia UGIITCRE con 0, 3 r/(r-g) segq<re 6” +o se Q = r, il problema 

(0) (4) per ogni fe ak), (1.1) ha una ed una sola soluzione ue G 

g;€ AGZIONE 

Si noti che se q = 1 non si impone alcuna condizione sui ter 

mini di P di ordine inferiore ad m. 

La ragione della diversità dei risultati riguardanti il proble 

ma (1.1) nel caso di dati C° ed in quello di dati in un opportuno spazio 

di Gevrey si può comprendere osservando che se P soddisfa alla I) allora 

se %o = +, vale (1.2), mentre se d, < +% si può soltanto affermare che 

esiste c > 0 tale che 

1 
(1.2) P(a,e) #0 segeR" Imi s -c(1+[e|/°0), 

3)s; veda anche [H1], Theorem 12.7.5. 
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a (1.2') consente tuttavia di costruire una soluzione fondamen 

tale per l'operatore P, appartenente a sl°o)'(p0*1) ed avente supporto 

contenuto in un cono convesso contenuto, tranne il suo vertice, nell'in- 

terno di H, e dipendente soltanto dal polinomio p. 

Non è possibile invece in questo caso costruire una soluzione 
HE 

fondamentale per P in D'(R° Li dotata della stessa proprietà. 

2. Risultati del tipo di quello del Teorema 1.2 sono stati pro- 

vati anche nel caso in cui L'operatore Pin (0.1) abbia coessicienti va- 

nabili. La situazione per la quale è noto il maggior numero di risulta 

ti, sia per il problema a) che per il problema b) indicati all'inizio, 

è quella in cui oltre alla ipotesi I) si suppone che 

i) le nadici caratteristiche di P, ossia le radici dell'equa- 

zione int: p(t,x,t,E) = 0 abbiano molteplicità costante per 

(t,x,E) cAx(RA{0}) ossia quando: 

È 

plt,x,t,5) "LG (toe), vj +. + vm, (tx) AX(R"(0)). 

Come nel Teorema 1.2, l'aggiunta di ulteriori ipotesi sui termi- 

ni di P di ordine < m può far variare lo spazio di Gevrey in cui il proble 

ma di Cauchy è ben posto. Indicheremo tali ipotesi con i] nome di condizio 

ni del tipo di Levi. 

Un primo risultato riguardante il problema a) per il problema 

(0.2), senza condizione di Levi, è dovuto a Y. Ohya: 

2.1. Teorema [01]. Si suppone che l'operatore P dato da (0.1) 

soddisfi alle ipotesi I) ed i) con A = ]JO,T[x e". Sia inoltre a; ii AGLITOA 

ce]l,m/(m-1)[ ed a. NERA. siano limitati in A. Allora per ogni 

se 6 (2) e 9;€ cl (pn) esiste una soluzione ue AGLITÀ) del problema 



| (0.2), unica în CA). 

Lo stesso risultato vale anzi per ce[i,r/(r-1)[, con r = max Wh 

L'intervallo in cui si può scegliere o, affinché il problema di Cauchy re 

sti ben posto in al), si amplia se si impongono condizioni sui termini 

di P di ordine minore di m. Si ha per esempio 

) 
2.2. Teorema 1.013" . Si suppone che in A = ]O,T[x R", l'opera- 

tore P di ordine m sia dato da 

5 sana (2.1) ps II P,(t,x,D,D,) + > b,(t,x,D,)DY , 1sqsr 

ove R si = 1,..,r, siano operatori strettamente iperbolici in A rispetto 

alla direzione (1.0) e bj» j= 0,..., m-q , siano operatori differenzia- 

li lineari rispetto ad x€ R" di ordine m-q-j. Si suppone inoltre che i 

coefficienti di P siano ina (10,T1; 6'°(R")), LEZI. Allora se 

cell,r/(r-q)t, fe@%10,t1; s(°1(r")), g;€ 6°) 

ge del problema di Cauchy (0.2). 

Osserviamo che un teorema di S. Matsuura [Mal] assicura che se 

(0 
n ; 

(R') esiste una ed una so 

He 
luzione u eg" ([0,T]; G 

P soddisfa alle ipotesi I) ed i), allora esistono dei polinomi omogenei 

în. ts8: qp(tix 0,8) s h= 0,...v, strettamente iperbolici rispetto alla 

direzione (1.0) e con coefficienti in IAGLITS se tali sono i coefficien 

ti di P, e degli interi positivi dp: = 1,...3v, tali che 

v dr 

p(t,x,t,E) a [I qpltoxstat) 

h=1 

Utilizzando questa fattorizzazione H. Komatsu definisce la irnego 

tarità sdi un operatone P(t,x,D_3D,) soddisfacente alte ipotesi I) ed 

4) per altri risultati di questo tipo si veda [Ta] 1]. 
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i) e prova che 

2.3. Teorema [K3]. Se l'operatore P dato da (0.1) in A = ]-T,T[xR" 

soddisfa alle ipotesi I) ed i) ed ha irregolarità s = 1, allora esistono 

degli operatori strettamente iperbolici rispetto alla direzione (1.0) 

Ri(t,x,D,3D,) e degli operatori differenziali lineari L;(t,x,D 3D,)3î=1,..,d, 
t 

tali che 

(2.2) ord L; < ord(R,..R;)-i/s , 

d d-1 d 
(2.3) P(t,x,D,30,)= [| R;(t,x,0,,0,)+ YO L;(t,x,0,:0,) T] R(t,%,D,3D,)* 

151 i=l h=i+t1 

+ Li(t06DD,) a 

ove i coefficienti di tali operatori appartengono in A allo stesso spazio 

di Gevrey dei coefficienti di P. 

Vale inoltre il 

2.4. Teorema [K3]. Sia P un operatore della forma (2.3) in 

A = ]-T,T[x R" per il quale valga (2.2), con s ® 1 ed Ri» Î = Lysccgds 

operatori strettamente iperbolici rispetto alla direzione (1.0) le cui 

radici caratteristiche siano uniformemente limitate. Allora se i coeffi 

cienti di R; ed L; sono in ALITO oe [1,5/(s-1)[, 

i) per ogni f e AGZITSA 9;€ AGUTUR j=0,...,m-1, il pro 

blema di Cauchy (0.1) ha una ed una sola soluzione u e 609) (A); 

ii) per ogni feC (]-T,T[; cl)" (g")), g;e 5 n, j=0,..,m-1, 
il problema (0.2) ha una ed una sola soluzione ue È (Jr c9.(g")), 
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Inoltre il valore della soluzione nel punto (too) dipende soltanto 

dai valori dei dati f e g. nel cono 

cx 7 E(BRDEA; telo,t_Itert:01): lxex!S traglteto1?» 
(o) 

ove 

ay > Supia(tosse); (ti) eA, seR", Je] = Dì 

e t, sono le radici caratteristiche degli operatori R.. 

Nel caso in cui l'operatore P in (0.1) abbia coefficienti ana- 

Litici in A = [0,T]x £ e soddisfi alle ipotesi I) ed i), condizioni ne 

cessarie e condizioni sufficienti affinché il problema (0.2) abbia una 

(ed una sola) soluzione ve@40,11; 60 (0), LeZ4i, per ogni 

fe&4 10,71; 559 (0) A 966° (0), sono state date da V.Ya. Ivrii [I2]. 

Si dà anzitutto la seguente definizione 

2.5. Definizione. Una funzione reale 9(y),y = (t.x)c A definita 

nell'intorno di un punto Fà > (too) EA si dice una funz4one fase di 

molteplicità r 31 se 

+ 

per ogni cell ì |a]< r. 

Vale allora la seguente condizione necessaria 

2.6. Teorema [12]. L'operatore P dato da (0.1) abbia coeffi- 

cienti analitici in A = [O,T[x 2 e sia $ una funzione fase di molteplici- 

té r = 1 definita in un intorno U sufficientemente piccolo di un punto Hg? 

(tot) EA Allora, affinché per ogni T'e [O,T[ ed ogni resi TTI 2) 
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fa) . tn È _ " 

esista eGo” ([T'.,T[x9) tale che Pu = f, supp uciT',T[xa, è necessario 

che oltre alla I) sia soddisfatta la 

L) ye C'(A;R),h e C'(U) 
[og (6) 

i tantino PP. meeticizol tota, LI arto arterie) 
e h)= p e VS I P( Vlaj=r 

per p + +. 

[1a 

Se indichiamo con p.(tsx3t,6), s=0,..,m-1, il polinomio in t,€ 

di ordine s costituito dai termini di ordine s del polinomio ’P(t,x,t,t), 

ossia se poniamo 

S s 
È = J si = - p.lysn) p.lt,x,t,E) L TE + d . aj alte » S 0,..,m-l, 

y = (tx), n = (t,E), la condizione La detta di Levi , richiede che 

pie LE 

se s 2 m-(r-|o|)(1-1/0). La condizione O) è dunque "vuota" se (e soltan- 

to se) o < r/(r-1). 

Per provare questo teorema si stabiliscono anzitutto certe mag 

giorazioni a priori per la soluzione del problem adi Cauchy (0.2). Se la 

condizione Lo) non è soddisfatta si può costruire una soluzione asintoti 

ca Di per la quale le formule di maggiorazione non sono valide se p++o, 

La condizione L,) è anche sufficiente per la risolubilità del 

problema di Cauchy in Go) (A), quando P soddisfa alle ipotesi I) ed i). 

Precisamente si ha 
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2.7. Teorema [I2]. Se P dato da (0.1) ha coefficienti analiti- 

5) 
ci‘ in A =[O,T[x 9 e soddisfa alle I) ed i) e se inoltre per ogni 

(to > )€ A ed ogni funzione fase ò anaditica!! in un intorno di (t_,x ) 

è soddisfatta la condizione L DE allora per ogni fed ([O,T[; G glo (0), 

(o 9) (0), j = 0,...,m-1, il problema di Cauchy (0.2) 

ha una ed una sa soluzione u eg ([O,T[z 6 6000). 

».€Z+, ed ogni 9; e G 

Una condizione sufficiente affinché valga la conclusione di 

questo teorema nel caso in cui P abbia coefficienti analitici in A = 

= [O,T[x 9, soddisfi alla I) ed abbia radici caratteristiche analitiche 

in A (non necessariamente di molteplicità costante) è stata provata da 

V. Schuchman [Sc1]. 

Il problema b) della propagazione delle singolarità rispetto 

ad uno spazio di Gevrey della soluzione del problema (0.2) per un opera- 

tore P soddisfacente alle condizioni I) ed i) è stato studiato da S. Mi- 

zohata [Mi2] e K. Taniguchi [Tanl]. 

Occorre anzitutto la definizione di fronte d'onda rispetto al 

La negolarità Gevney. 

2.8. Definizione. Sia gesl) (9), 2 aperto di R". Si dice che 

(x 0°È de T*9\.0 non appartiene al fronte d'onda WF (9) CT*R=9 di f se 

a un cono aperto TCR M_{0} contenente x° s un intona U di xo ed una 

(0) (9) 
funzione deEG, eguale ad uno in U tale che 

Ias cep(-elel!9) |, ser 

Sl puesta ipotesi può essere sostituita da quella che i coefficienti appar 

L, 
tengono a gal m) (LO, tI; AGLIESSA LET. 

6)pi sufficiente considerare le funzioni fase tali che o(t, ,X)3 KE, 

geRN{0}. 
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per delle costanti positive ce 

WF_(9) è quindi il complementare dell'unione di tutti i@c 

TA Qn0 tali che (x,tE)e € per ogni t > 0 se (x,ge)e@e vale la pro- 

prietà indicata nella Definizione 2.8 per ogni (x E) €. 

Si suppone che i coefficienti di P in (0.1) appartengano a 

ato) 

de alla i). Ciò assicura che le radici caratteristiche di P, tp(tot): 

(A), A= [O,T]x R" e che P soddisfi a I) e per |} abbastanza gran 

h = 1,..,v, sono analitiche ed omogenee di grado 1 rispetto a & se |£|] 
(0) 
b 

Le ]JO,T[ tale che i problemi 

è grande ed appartengono a G; ‘(A) rispetto a (t,x). Esiste allora 

dq dp 
ho SM 

(2.4) di Ve tplt59poPh) > di Li tpltsapPp 

dn|t=0 "a a Phlt=o "e RS fara 

hanno una ed una sola soluzione (ppltox pi). qpftex 0), h= 1,...F, 

per tel0,T ): x € r", e’eR', le% abbastanza grande. 

Taniguchi prova allora il seguente risultato 

2.9. Teorema [Tanl]. L'operatore P dato da (0.1) soddisfi alla 

I) e per |E| abbastanza grande alla i). Sia 0 €]1,1/( max URSOTAVO LE 
1shsr 

ove vo h = 1,...,r, è la molteplicità della radice caratteristica 

tp(tox,8) di P, (t,x) EA = [0,T] x R" ed i coefficienti di P siano in 

6°. (1). Allora esiste DE JO,T[, tale che se tel0,7) ed u è la soluzio 

ne del problema di Cauchy (0.2) con f = 0 
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(2.5) LU WF_(Du(t)) = Utap(ton e)» opp(tax 0): 
j=1 h=1 

6, i 0 
(x_,& )e U WF (9.), [E | grande, p > 0} o so SI 

ove (qp:Ph) è soluzione del problema (2.4), h = 1,...;r. 

In questo risultato non si impone alcuna condizione sui termi 

ni di P di grado inferiore ad m. Contemporaneamente ad esso si prova tut 

tavia che 

2.10. Teorema [Tan 1]. Se P è dato da (2.1), i suoi coefficien 

ti appartengono a sl (a), A = [o,T]x R", ce]ll,r/(r-q)[ ed è soddisfatta 

i), allora per la soluzione del problema di Cauchy (0.2) vale ancora la 

(2.5), ove 1, sono le radici caratteristiche dei polinomi Pio = Lmcsgl 

i o in cui l'operatore P ha radici caratteristiche di molte- 

plicità variabile presenta ulteriori difficoltà connesse con il fatto, 

già segnalato più sopra, che tali radici possono non avere sufficiente 

regolarità. Per la soluzione del problema di Cauchy (0.2) per tali ope 

ratori sono stati ottenuti teoremi di esistenza ed unicità in spazi di Ge- 

vrey da M.D. Bronstein 18217) e teoremi sulla propagazione delle singola 

rità, sempre rispetto a spazi di Gevrey, da S. Wakabayashi [W1] e supponen 

do le radici caratteristiche dotate di opportuna regolarità, da Y. Morimo- 

to-K. Taniguchi [MT1]. 

7)si veda anche K. Kajitani [K1]. 
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